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Resumo

Neste trabalho estudamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e algumas
de suas aplicagoes. Este teorema garante existéncia e unicidade de solucao
para variados tipos de equacoes e nos fornece um método iterativo para en-
contrar a solugao numérica. Particularmente, aplicamos o Teorema do Ponto
Fixo de Banach em Equacoes Numéricas, Equacoes Lineares, Equagoes Dife-
renciais Ordindrias (Teorema de Picard) e em Equagoes Integrais (Equagoes

de Fredholm e Volterra).

Palavras-chave: Ponto Fixo, Contracao, Teorema do Ponto Fixo de Banach.
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Abstract

In this work we studied the Banach Fixed Point Theorem and some of
its applications. This theorem guarantees existence and unicity of solution
to many kinds of equations and give us an iterative method to find such
numeric solution. Particularly, we’ll apply the Banach Fixed Point Theorem
in Numerical Equations, Linear Equations, Ordinary Differential Equations
(Picard’s Theorem) in Integral Equations (Fredholm and Volterra Equati-

ons).

Keywords: Fixed Point, Contraction, Banach Fixed Point Theorem.
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Introducao

A Analise Funcional é um ramo da Anélise Matematica que trata do
estudo de espaco de funcoes. Tem suas raizes historicas no estudo de trans-
formacoes tais como Transformagoes de Fourier e Equacoes Integrais. Um
grande impulso para o avanco da Analise Funcional durante o século XX foi a
modelagem, devida a John Von Neumann (1903-1957), da mecanica quantica
em espacos de Hilbert. A Anélise Funcional faz uso de muitos conceitos de
Algebra Linear e pode ser considerada como o estudo de Espacos Vetoriais
Normados (Espago de Banach) de dimensao infinita. Dentre os persona-
gens centrais da Andlise Funcional, destacam-se Stefan Banach (1892-1945)
e Hugo Dyonizy Steinhaus (1887-1972).

Entre os varios trabalhos de Stefan Banach, destacam-se a sua contri-
buicao para a teoria das séries ortogonais e inovagoes na teoria de me-
dida e integracao. Dos trabalhos publicados por Banach, o Théorie des
opérations linéaires (1932) é o mais importante. Outro trabalho considerado
de grande importancia na época, o Théorie de Sept Reverse (1934) acabou
sendo considerado incompleto na década seguinte. Na tentativa de genera-
lizar equagoes integrais Banach introduziu o conceito de Espacgos Vetoriais
Normados, além de provar varios teoremas dessa area. Dentre os teore-
mas que recebem o nome de Banach, os mais conhecidos sao: Teorema de

Hahn-Banach, Teorema de Banach-Steinhaus, Teorema de Banach-Alaoglu,
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Teorema de Banach-Schauder e Teorema do Ponto Fixo de Banach.

O Teorema do Ponto Fixo de Banach (T.P.F.B), valido em espagos métricos
completos, garante a existéncia e unicidade de ponto fixo para determinados
tipos de equacoes. Suas aplicacoes se estendem aos dominios das equagoes in-
tegrais, equacoes diferenciais, equacoes numéricas em C', da analise numérica
e de outros ramos da matematica pura e aplicada.

Neste trabalho, demonstramos o (T.P.F.B) e duas versoes fracas, tal como
o Teorema (2.3.1). Este teorema tem sua importancia, pois garante os mes-
mos resultados, apesar de ter a hipétese de contratividade enfraquecida.

Para entendermos a demonstragao do (T.P.F.B), bem como suas aplicagoes,
fizemos um estudo acerca de espagos métricos, convergéncia em espagos
métricos, espagos métricos completos, ponto fixo e contracao.

Por fim, aplicamos o (T.P.F.B) na solugao de Equag¢oes Numéricas, Line-
ares (Sistemas Lineares), Diferenciais (Teorema de Picard’s) e Integrais de
Fredholm e Volterra.

Na secao Resultados Utilizados, apresentamos alguns resultados que uti-

lizamos em nosso trabalho, dos quais nao fizemos suas demonstracoes.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iremos abordar alguns conceitos acerca de espagos métricos, sequéncias
em espacos métricos, sequéncias de Cauchy, espacos métricos completos, ponto fixo e
contragao. Tais conceitos sao imprescindiveis para o entendimento da demontracao do

(T.P.F.B.), bem como de suas versoes e aplicagoes que trataremos nos préximos capitulos.
1.1 Espacos Métricos

Definigao 1.1.1 (Espago Métrico) Um espagco métrico é um par (X,d),

onde X € um conjunto nao vazio e:

d: X xX—R

(z,y) — d(z,y)

€ uma funcgao que satisfaz, Vr,y,z € X:
(M1) d(z,z) = 0.
(M2) Se x # vy, entdo d(z,y) > 0.
(M3) d(z,y) = d(y, z).
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(M4) d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Nessas condigoes, dizemos que d € uma métrica sobre X.

Exemplo 1.1.1 (Métrica Usual da Reta) Sejam X =R ed: R x R —
R tal que d(z,y) = |v — y|, Yo,y € R. Desta forma, d é uma métrica sobre
R.

DEMONSTRACAO:

Sejam x,y,z € R.

(M1) d(z,x) = |x — z| = |0] = 0.

(M2) Se x # y, entao d(x,y) > 0. De fato,
rAy=c—y#0=|zr—yl>0

L0g07 d(flf,y) = |.T - y| > 0.

(M3) d(z,y) = d(y,x), Yx,y € R. Com efeito,

d(z,y) = |z —y| = |—(z —y)| = |y — z| = d(y, x).

Assim, d(x,y)=d(y,x).

(M4) d(z,2) < d(x,y) +d(y,2) & v — 2[ <[z —y| + |y — z[. De fato,

=zl =[z—y)+ -2 <lz—yl+ly—=|

= |-z <z —yl+ly -2
]

Exemplo 1.1.2 (Métricas em R") Consideremos R" = {z; x = (z1,---,x,), com z; € R}

ed,ds edy : R" X R" — R definidas abaizo:
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o d(z,y) = \/(xl — 1)+ -+ (n — yn)? (métrica euclidiana)
o ds(z,y) = |r1 —y1| + - |xn — Yn|. (métrica da soma)
o dy(x,y) :=max{|z1 —vyi|, -, |Tn — yn|}. (métrica do méximo)

Nestas condigoes, d, dg e dj; sao métricas em R™.

DEMONSTRACAO:

Sejam z,y,z € R™.

(M1) d(z,z) = \/(z1 —21)2 4+ + (2 — 2,)2 = V0T + -+ 02 = VO =0.

(M2) Se x # y, entdo d(z,y) > 0. De fato,
r#y=x; #y;, para algum i € {1,2,--- n}.

Assim, z; — y; # 0, o que resulta em (z; — y;)? > 0.

Portanto, d(x,y) = \/(:cl —1y1)2 4+ (T — yn)? > /(2 — yi)? > 0. Logo,
d(z,y) > 0.

(M3) d(z,y) = d(y, x). Sabemos que (x; —y;)? = (y;i—z;)?, Vi € {1,2,---,n}.

Assim,

(xl_y1)2+"'+(xn_yn)2: (y1_$1)2+"'+(yn_yn)2
= \/(xl_y1)2+"'+<xn_yn)2 = \/<y1_$1)2+"'+(yn_yn)2
= d(z,y) = d(y, v)

(M4) d(z, z) < d(x,y)+d(y, x). Usaremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz
em R", a saber, Va,b € R",

Ialbl+azbg+---+anbn|§< a§+--~+ag> (\/b%+---+b§).
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Temos que

[d(z, 2)]* =

z — 2) +ld(y. )P
V_i @ = 2+ d(y, )

< [d(z $

= [d(z, y)]* + 2[d(x, y)][d(y, 2)] + [d(y, 2)]*
= [d(z,y) +d(y, 2)]".

Desta forma, d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).
|

Exemplo 1.1.3 (Métrica no Espacgo de Fungées) Definimos a métrica

no espago de fungoes Cla,b] = {z : [a,b] — R; x é continua} por:

d(a,y) = max [o(t) = y(0)].

DEMONSTRACAO:

Primeiramente, temos, pelo Teorema de Weierstrass (ver Resultados Utiliza-
dos), que d estd bem definida.
(M1) d(z,z) =0, Vx € Cla,b]. De fato,

d(x,z) = max |z(t) — z(t)| = max {0} =0

t€(a,b]

(M2) z #y = d(z,y) >0, Vx,y € Cla,b|.
x #y= Ity x(ty) # y(to).
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Assim,

0 < |z(to) — y(to)| < Imax [2(t) — y(t)| = d(z,y)

Desta forma, d(x,y) > 0.

(M3) d(x,y) = d(y,x), ¥V z,y € C[a,].
Sabemos que, |z(t) —y(t)| = |y(t) — z(t)|, V t € [a,b]. Logo,

d(z,y) = max |z(1) — y(t)| = max [y(t) — z(1)] = d(y, z)

t€la,b] t€la,b]

(M4) d(z,2) < d(x,y) +d(y,2), ¥V x,y,z € Cla,b]. Ou seja, devemos ter:

t)—z(t)] < t) —y(t t) — z(1)].
mas [o(0) = 2(0)] < max [o(t) = y(t)| + max () = =(0)

Desta forma, basta mostrarmos que:

[2(t) = 2(t)] < max |x(t) — y(t)] + max [y(t) — 2(t)], VE € [a, b].

Temos que,

2(8) = y(8)] < max [o(t) = (0), Vt € [a. 1]
(®) = (0] < max [y(®) = (0], ¥ € [a, ).

Somando estas duas desigualdades, obtemos,

2(t) = z(O)] = |(x(t) —y(®)) + (y(t) — 2(2))]
< fz(t) =y + ly(t) = 2(0)]

< — — .
< tem[gfg}lx(t) y@)lﬂggg!y(ﬂ z(t)]

Ou seja,
|z(t) — 2(t)] < max |z(t) — y(t)| + max |y(t) — z(t)| Vt € [a,b].

t€la,b] t€la,b]
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Definigao 1.1.2 (Métricas Equivalentes) Duas métricas dy e dy em um
espaco métrico X sao equivalentes' quando, existem constantesa >0 e 3 >0
tais que:

@dl(may> S dZ(xvy) S ﬁdld('xay)a v T,y € M.

Definigao 1.1.3 (Bolas e Esferas) Sejam (X,d) um espago métrico, xo €
X er > 0. Definimos:

o B(xg,r) ={z € X; d(z,z9) <r} (Bola aberta de centro z e raio r)
e Blzg,r] ={z € X; d(x,z0) < r} (Bola fechada de centro z e raio r)

o S(xg,r)={zr € X; d(x,x9) =} (Esfera)

Exemplo 1.1.4 (Bolas na Reta) Consideremos X = R ed(x,y) = |z — y|.

Paraa € R er >0, temos:

B(a,r) ={zx € R; d(z,a) = |x —a| < r}
lt—a|<rea—r<zr<a+rsxze(a—ra+r)
Dai,

B(a,r)={x€R; a—r<z<a+r}=(a—r,a+r)
= B(a,r)=(a—r,a+7)

Analogamente, vemos que,
Bla,r] =[a—r,a+r].
S(a,r)={a—r,a+r}.

! As métricas euclidiana, da soma e do maximo sdo equivalentes em R™. Veja LIMA,

Elon Lages. Espacos Métricos. IMPA, 2007, pg 3.
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1.2 Convergéncia em Espacos Métricos

Definigao 1.2.1 (Convergéncia de Sequéncias) Uma sequéncia (x,,) em

um espago X = (X,d) € dita convergente se existir v € X tal que:

lim d(z,,z) = 0.

n—oo

Neste caso, x é chamado o limite de (x,), e escrevemos:

lim z, =2z ou =z, — .
n—oo

. . d -
Quando necessdrio, usaremos a nota¢ao x, — x para indicar que a con-
vergéncia ¢ com rela¢ao a métrica d.

Em outras palavras, x, — x se,
Ve > 0, dng, tal que ¥V n > ng, tem — se d(x,,z) < €.

Observagao 1.2.1 (Convergéncia) Tratando-se de bolas, x, — x se, para
toda bola de centro x e raio €, existir ng suficientemente grande, de modo que:

T, € B(x,€), Yn > ny.

Exemplo 1.2.1 (Convergéncia de Sequéncia de Nimeros Reais) Consideremos

R dotado da métrica usual. A sequéncia x, = 25 converge para o ponto 1.
DEMONSTRACAO:
De fato, dado € > 0, tomemos ng de modo que ﬁ < €. Desta maneira,

YV n > ng, temos:
d(wn,1) = |22 -1




e assim, x,, — 1.

Exemplo 1.2.2 (Convergéncia de Sequéncias de Fungoes) Considere o

espago C[0,1] com a mélrica:

d(f,9) = max |f(z) = g(z)l,

|8

onde (f,) C C[0,1] € tal que fu(z) = % e f(x) = 0, Vo € [0,1]. Nessas

condigoes, temos que f, — f.

DEMONSTRACAO:

De fato,
d(fn, [) = max |fu(z) = f(2)]

z€[0,1]
xr
——0
n
A
= max |(—
z€[0,1] |
1

n’

= max
z€[0,1]

isto 6, d(fu, f) = 1.

Assim, Ve > 0, tomando ng > 1/€ e n > ng, temos:

d(fu, f)=1/n<e.

= d(fu, f) <€, ¥ n>ngp

Logo, f. — f.

Lema 1.2.1 (Convergéncia) Seja (X,d) um espagco métrico. Entdo:

1. Uma sequéncia convergente em X é limitada e seu limite é nico.
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2. Sexn, —x ey, >y em X, entio d(x,,y,) — d(x,y).?

DEMONSTRACAO:

(1) Suponha que z,, — x. Entao, para ¢ = 1, podemos encontrar um ng, tal
que:
d(x,,x) < 1, para todon > ng. Em consequéncia da desigualdade triangular,

Vn temos: d(z,,r) < 1+ a, onde:
a=max {d(z1,x), -+, d(Tn,,x)}.

Isso mostra que (z,,) é limitada.
Assumimos agora que z,, — = e x, — 2, dai pela desigualdade triangular,

temos:

0 <d(z,z) <d(z,z,)+ d(x,,z) = 0+0=0, quando n — oo

= 0<d(z,z) > 0=z==z

Logo, o limite é unico.

(2) Pela desigualdade triangular, temos:

d( 2, yn) < d(zn, z) + d(z,y) + d(y, yn)
Assim,

(T, Yn) — d(2,y) < d(zp, 2) + d(Yn,y) (1.1)
Por outro lado,

d(z,y) < d(z,z,) + d(Tn, Yn) + d(Yn, y)

Ou seja,

Por (1.1) e (1.2), temos:

2Este resultado junto com o Teorema 1.3.7 nos possibilitard concluir que a métrica é

uma funcao continua.
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|d(xp, yn) — d(z,y)| < d(xp, ) + d(yn,y) = 04+ 0 =0, quando n — oo

= d(zp,yn) — d(z,y), quando n — 0.

1.3 Sequéncias de Cauchy e Espacos Métricos
Completos

Definigao 1.3.1 (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia (x,) em um espago

métrico (X,d) € dita ser de Cauchy se, Ve > 0, 3 ng tal que:
d(xp, x,) < €,¥Ym,n > ng.

Definicao 1.3.2 (Espago Métrico Completo) Um espaco (X,d) é dito
ser completo se toda sequéncia de Cauchy convergir em X (isto €, tem um

limite o qual é um elemento de X).

Teorema 1.3.1 (Sequéncia de Cauchy) Toda sequéncia de Cauchy em

(X,d) € limitada.

DEMONSTRACAO:

Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em (X,d). Assim, para e = 1, deve existir
ng € N, tal que:

d(xp, Tm) < 1, Ym,n > ny.

Em particular, essa desigualdade vale para m = ng+ 1 > ny.
Sendo n > ng, temos

(T, Tpgy1) < L.
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Mas, ¥n > ng, d(x,,0) — d(Tny41,0) < d(xp, Tpg+1) < 1. Ou seja, Yn > ny,
d(z,0) < d(zpy41,0) + 1.

Seja, k = max {d(x1,0),d(x2,0), -+, d(xy,,0),d(Tpys1,0) + 1}.
Assim, Vn € N, d(z,,0) < k. O que resulta em (z,,) ser limitada.
|

Teorema 1.3.2 (Subsequéncia de Sequéncia de Cauchy) Seja (x,) uma
sequéncia de Cauchy em (X,d) e (x,,) uma subsequéncia de (x,). Se (x,,) €

convergente, entao (x,) também é.

DEMONSTRACAO:

Seja (x,,) uma subsequéncia de (z,,), tal que (z,,) = r, com r € X.
Seja € > 0 arbitrario.

Como (z,,) é de Cauchy, para §, deve existir n; € N, tal que:

d(xp, Tm) < g Y m,n > n;. (1.3)

Como (x,,) — r, deve existir ny € N, tal que:

Vn; > ng = d(zn,, 1) < g (1.4)
Consideremos ng = max {n,ns}.
Assim, por (1.3) e (1.4), Vn > ng temos,
d(&?n, T) < d<xn7 xn0+1) + d<xno+17 7”)
< $+535
= e
Desta forma, x, — r.
|
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Teorema 1.3.3 (Completeza de R) A reta é um espago métrico completo.

Ou seja, toda sequéncia de Cauchy de numeros reais é convergente em R.

DEMONSTRACAO:

Toda sequéncia de Cauchy é limitada (Teorema 1.3.1). Assim, pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass®, toda sequéncia limitada de ndmeros reais, possui
subsequéncia convergente. Desta forma, pelo Teorema 1.3.2, toda sequéncia
de Cauchy que possui subsequéncia convergente também é convergente.

Teorema 1.3.4 (Sequéncia Convergente) Toda sequéncia convergente em

um espag¢o métrico é de Cauchy.

DEMONSTRACAO:

Se x, — x, entao V € > 0, 3 ng, tal que:

d(x,, ) < 5, Vn > ny.
Dai, pela desigualdade triangular, para m,n > ng, obtemos:
= €.

d(@m, 20) < d(m, @) + d(,00) < 5+ 5

= d(Tp, T,) < €

Isto mostra que (x,) é de Cauchy.

Teorema 1.3.5 (Conjunto Fechado) Seja M um subconjunto de um espago

métrico X e M o seu fecho. Entdo:

1. x € M se, e s6 se, existe uma sequéncia (x,) em M, tal que x,, — x.

3Veja Resultados Utilizados, Teorema 3.4.6.
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2. M é fechado se, e sé se, para toda (x,) C M convergente, tivermos

lim z, € M.

n—o0

DEMONSTRACAO:

(1) (=) Sejax € M. Se x € M, considere a sequéncia (x,) = (z,x,- "),
constante. I claro que x, — x € M. Por outro lado, se x ¢ M, sabemos que
x é um ponto de acumulacao de M. Dai, ¥V n € N,3 z, € B(z,1/n)NM =

x, € M ed(zp,z)<1/n, VneN =z, -z, quandon — oo e (z,,) C M

(<) Se (x,) C M e z,, — x, entdo:
Ve >0, dng € N, tal que ¥V n > nyg = d(x,,x) <e.

=Ve>0, (B(x,e)NM)#0=xz€ M.

(2) (=) Sabemos que um conjunto M ¢ fechado se, e s6 se, M = M. Seja
(x,) C M uma sequéncia convergente. Por (1), x = lim 2, € M = M. Dali,

x e M.

(<) Seja x € M. Por (1), existe (z,) C M, com z, — z. Logo, por
hipétese, © € M. Desta forma, M C M. Mas como, M C M, V M, tem-se
M=M

|

Exemplo 1.3.1 (Conjuntos Fechados) Abaizo, vejamos alguns exemplos

de conjuntos fechados e abertos.

1. A reta € um conjunto fechado. Seque do fato de R ser completo e do

Teorema 1.3.4.

2. 10,1] € fechado.
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8. (0,1] ndo € fechado. De fato. Basta considerar x, = + € (0,1], Vn €
N.

Temos, entao que, lim I/n=0¢ (0,1].

4. Q nao € fechado. De fato, considere x, = (1 + %)n €@, VneN.
Temos que,

1
lim z, = lim(1+—-)"=e & Q.

n—00 n—00 n

Teorema 1.3.6 (Subespago Completo) Um subespago M de um espago

métrico completo X € completo (proprio) se, e sé se, M é fechado em X.

DEMONSTRACAO:

(=) Seja M completo. Pelo teorema anterior, V z € M,3 (x,) € M, a qual
x, — . Pelo Teorema 1.3.4 (x,,) é de Cauchy, e pelo fato de M ser completo,
temos que (z,) converge em M. Consequentemente, x € M. Isto prova que

M é fechado.

(<) Seja M fechado e (z,) de Cauchy em M. Entao z, — = € X, o que
implica, pelo teorema anterior, em x € M e x € M, visto que M = M, por
hipétese. Assim, a sequéncia de Cauchy (x,,), arbitraria, converge em M, o
que prova a sua completeza.

Teorema 1.3.7 (Funcao Continua) Uma fun¢ioT : X — Y de um espago

(X,d) em (Y,d) é continua em um ponto xy € X se, e sd se:

Y(z,) C X, com z, N x0 = Tx, N Txo.

DEMONSTRACAO:

(=) Seja T continua em xy. Entdo, Ve >0, 3§ > 0, tal que:
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Ve X, com d(z,xo) <6 = d(Tz, Txo) < e.
Seja xy, N 9. Entao existe ng tal que para todo n > ng, temos:
d(xy,, z) < 0.
Consequentemente, ¥V n > nyg,

d(Tx,,Txg) < e (continuidade de T).

Por definigao, isto significa que Tz, N Txg.

(<) Assumimos, agora, que:
d d.
Ty — o= T2, = Txg.

Provemos entao que T é continua em x.
Suponha, por absurdo, que isto seja falso. Entao, 3 ¢y > 0, tal que, Vo > 0,

existe um x # xg, satisfazendo:
d(z,z0) < 6, mas d(Tx, Txo) > €.
Em particular, para cada n € N, tomando § = %, existe x,, satisfazendo:
d(zy,20) < +, mas d(Tx,, Txo) > €.

. , d , ~
Assim, construimos z,, — xy, porém (7Tz,) nao converge para T'zy. Isto

contradiz o fato de Tz, Ao xo-

1.4 Exemplos de Espacos Métricos Comple-
tos

Exemplo 1.4.1 (Completeza de R™) O espaco euclidiano R"™ é completo.
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DEMONSTRACAO:

Lembremos que a métrica euclidiana sobre R" é definida por:

d(z,y) = (i (& - ?7]-)2> — G =m) 4+ (G =),

j=1
onde x = (£]> = (517 T 7£n) ey = (77]) = (7717 T 777n)

Consideremos uma sequéncia de Cauchy arbitréria (x,,) em R", e escrevemos
Ty = (fim), -, €M) Visto que (z,,) é de Cauchy, temos V € > 0, 3 ng, tal

que:

d(zm, z,) = (zn: (gj(m) _ fj(r)>2> <e (m,r>ng) (1.5)

Elevando a desigualdade anterior ao quadrado, obtemos V m,r > ng, e j =

1727"'ana

< €.

(e -e) < > fg -

i=1

Pois é soma de termos positivos que ¢ menor que €2, logo cada termo é menor
que €2. Desta forma, para cada j fixo, temos que a sequéncia (f}l),fj(?), )
¢ uma sequéncia de Cauchy de numeros reais. Ela converge pelo Teorema
1.3.3, digamos, £I* — §;, conforme m — oo.

Usando este limite n vezes, definimos x = (&;,---,&,). Ou seja, garantimos

a existéncia dessas n coordenadas e, consequentemente, temos que z € R".

De (1.5), com r — 0o, obtemos:

1
- m T 2 :
¢ > lim d(zp,z,) = lim (Z (53( ) _ §j( )) )

j=1
n 2\ 2
) (;1 (Jim & — Jim 7 )
- (S
j=1
= d(zp, ) (m > nyg).



Isto mostra que x é o limite de (x,) e prova a completeza de R", visto que
(x,) é uma sequéncia de Cauchy arbitraria.

Observagao 1.4.1 (Completeza de R™) Pela equivaléncia das métricas,

R"™ também é completo com as métricas da soma e do mdzrimo.

Exemplo 1.4.2 (Completeza do Espago de Fungoes Continuas) O espaco
de fungoes Cla,b] é completo.

DEMONSTRACAO:

Seja (z,,) qualquer sequéncia de Cauchy em C[a,b]. Entao, dado € > 0, 3 ny,

tal que V m,n > ng, temos:

d(xpm, x,) = max |zm(t) — xn(t)] <€ (1.6)
onde J=[a,b]. Consequentemente, para todo t =ty € J fixo,

|zm(to) — xzn(to)] <€ (m,n > ng)

Assim, temos que (z1(tp), z2(tp), - - -) é uma sequéncia de Cauchy de nimeros
reais. Visto que R é completo, a sequéncia converge, digamos, x,,(ty) —
x(to), conforme m — oo. Deste modo, pela unicidade de limite, podemos
associar para cada t € J um unico nimero real x(t). Isto define uma funcao
x em J. Mostremos que z € C[a,b] e x,, — .

De (1.6), quando n — 0o, obtemos:

¢ > lim d(Tpm, ,) = lim max | T () — 2, (1)]

= max|lim @ (f) = limg, 2. ()

= mae[r,, (1) - 2(0)

= d(zpy, ) (m > ng).

Consequentemente, para todo t € J,
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|z (t) — z(t)] <€, (m > ng).

Mostramos assim que (z,,(t)) converge uniformemente? em J. Visto que as
ZTp'S s@o continuas em J e a convergéncia é uniforme, temos que a fungao
limite x é continua em J. Desta forma, x € C[a,b]. Além disso, z,, — z. Isto
prova a completeza de Cla,b].

Exemplo 1.4.3 (Fungoes Continuas) Sejam X o conjunto de todas fungoes

reais continuas em J=[0,1], v,y € X e seja:
1
dz.y) = [ la(t) = y(0)].
Afirmacao: FEste espago nao € completo.

DEMONSTRACAO:

As fungoes z,, na figura (1.1) formam uma sequéncia de Cauchy, pois d(z,, ,,)
¢ a area do triangulo na figura (1.2). De fato, para todo € > 0 e Vm,n > 1/2e,

com n > m, temos:

Mostremos que x,, nao converge em X.

Temos que,

onde a,, = = + %

D=

4Veja Definicdo 3.4.2 em Resultados Utilizados.
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[width=]agora

[width=|nova
Figura 1.2: Sequéncias
Figura 1.1: Sequéncia x,, Tp € Ty

Desta forma, para todo x € X,

Az, x) = /01 e (t) — (1)] dt

=

Visto que os integrandos de cada integral a direita sdo nao negativos, d(x,,, ) —

[N

|x(t)|dt+/;m (2 (£) —x(t)|dt+/a; 11— 2(t)] dt.

0, implicaria que cada integral aproximaria de zero e, pelo fato de x ser

continua, teriamos:

0, se tel0,2

x(t) = 0:2)
1, se te(i1].

Mas isto é impossivel para uma fungao continua. Desta forma (z,,) nao

converge em X, isto é, nao tem um limite em X.

Exemplo 1.4.4 Pelo Exemplo 1.53.1 e Teorema 1.3.6, considerando a métrica
usual da reta, temos que [0,1] é completo, enquanto que (0,1] e Q ndo sao

completos.
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Capitulo 2

O Teorema do Ponto Fixo de

Banach

Neste capitulo iremos enunciar e demonstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, bem
como algumas de suas versoes. Um dos motivos de sua importancia estd no fato de
fornecer um método iterativo eficiente para encontrar pontos fixos. Ressaltamos também
a importancia do Teorema (2.3.1). Nesse, a hipdtese de contratividade é enfraquecida.
Isto reflete nas aplicagoes, pois, teoricamente, garante os mesmos resultados para um

ntmero maior de problemas.
2.1 Ponto Fixo e Contracao

Definig¢ao 2.1.1 (Ponto Fixo) Um ponto fixo de uma fun¢ao T : X — X

é¢um x € X o qual é levado em si mesmo (x € mantido fizo) por T, ou seja,

Tr=z.

Exemplo 2.1.1 (Ponto Fixo) Consideremos as fungoes T : R — R, defi-

nidas abaizo:
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1. Tx = 2%. T tem -1, 0 e 1 como pontos fixos.

2. Tx = x. T possui infinitos pontos fixos.

3. Tx =

8=

z
2

. T'nao possui pontos fixos. De fato, do contrario terfamos:

Definigao 2.1.2 (Contragao) Seja (X,d) um espago métrico. Uma fungdo

T:X — X € chamada uma contracao sobre X se existe um niumero real po-

sitivo a < 1, tal que para todo x,y € X, ocorrer:

d(Tz,Ty) < ad(x,y).

(2.1)

Lema 2.1.1 (Unicidade de Ponto Fixo) Num epagco métrico (X,d), se

T:X — X € uma contracao e T possui um ponto fizo, entdo esse ponto fixo

é unico.

DEMONSTRACAO:

De fato, suponhamos que x e x’ sejam pontos fixos de T. Assim, teriamos,

d(z,x")

IN

R

d(Tz,Tx")

ad(z,z’)  (a<1)
(1 —a)d(z,2") <0
d(xz,z') =0

Lema 2.1.2 (Contragao) Se T é uma contragao, entao T™ (n € N) também

€ uma contragao.
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DEMONSTRACAO:

Usemos a inducao sobre n. Se n=1, nao hé o que mostrar.

Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para r, ou seja, d(1T"x,T"y) <
ad(z,y), com 0 < a < 1. Provemos, entao que d(T" 'z, T y) < kd(z,y)
para 0 < k < 1.

De fato,

d(T™ 'z, T y) d(T"(Tz), T"(Ty))

< ad(Tz,Ty)
< kad(z,y), onde 0 < ky < 1

Assim, d(T" 'z, T"y) < kd(z,y), onde 0 < k < 1e k= ka.

2.2 O Teorema do Ponto Fixo de Banach

Teorema 2.2.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Considere um espago
(X,d), onde X # (). Suponha que X é completo e seja T : X — X uma con-

tracao sobre X. Entao, T tem precisamente um ponto fixo.

DEMONSTRACAO:

Construiremos uma sequéncia (x,,) e mostraremos que ela é de Cauchy, assim
ela convergira no espaco completo X. Em seguida, mostraremos que seu limite
x é um ponto fixo de T, logo T nao possuira mais pontos fixos. Esta é a idéia
da demonstracao.

Escolhemos qualquer zy € X e definimos a sequéncia iterativa x,, por:

rg, 1 =Txo, 193="Ta,=T?20, -+, Tp="Try1=T"z, ---. (2.2)
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Mostraremos que x,, é de Cauchy. Por (2.1) e (2.2), temos:

d(xm—‘rl? :Em) = d(Txma Txm—l)

< ad(Tpm, Tm-1)

= ad(Txp_1,Txm 2) (2.3)
< a’d(@Tm-1, Tn—2)

< a™d(zy,x0)

Desta forma, pela desigualdade triangular e usando a férmula para a soma

de uma progressao geométrica, obtemos para n > m,

d(:Em, xn) < d(xma xm-i-l) + d(xm—&-la J:n)
< A2, Ting1) + ATt Ting2) + d(Tig2, T0)
S (l’m, xm—l—l) + d(xm+17 xm+2> + -+ d(xn—h xn) (2 4)
< a™d(xy,x) + ™ d(xy, 10) + - + " (2, T0)
= (o™ + o™ 4. a" Yd(xy, 30)
a’”%d(mh o).
Por 0 < a < 1, temos 1 — o™ ™ < 1. Consequentemente,
d(xpm, x,) < 7101 d(xg,z1) (n>m). (2.5)

A direita , 0 < a<1ed(xgz) é fixo, assim podemos fazer o lado direito
tao pequeno quanto desejarmos, tomando m suficientemente grande e n > m.
Ou seja,

m

0 <d(zpm,z,) < 1fd(az:l,a:o) -0 (m,n— o0)

= d(Tm,x,) >0 (Mm,n — 0).

Isto prova que (x,,) é de Cauchy. Como X é completo, 3 = € X, tal que

Tm — x. Mostremos que este limite x é um ponto fixo de T.
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Pela desigualdade triangular e por (2.1), temos:

d(z,Tz) < d(z,xm)+ d(xm, T)
= d(z,zm) +d(Txm—1,Tx)
< d(z,zp) + ad(zpm-1, ).
Dai,
d(xz,Tz) = lim d(z,Tx)

m—0o0
< lim d(z,z,) + o lim d(z,_1,x)
m—0o0 m—00
= 040
= 0.
Desta forma, concluimos que d(z,Tx) = 0, o que resulta em Tx = x. A

unicidade de x é garantida pelo Lema 2.1.1.

Coroléario 2.2.1 (Repetigao, Saltos de Erros) Sob as condigoes do Teo-
rema (2.2.1) a sequéncia iterativa (2.2) com xy € X arbitrdrio converge para

o unico ponto fixo de T. Estimativas de Erro sao a Fstimativa Inicial:

Odm

d <
(m, 7) < 1—a

d(ﬁo,l’l) (26)

e a estimativa postertor:

DEMONSTRACAO:

De fato, vimos no Teorema (2.2.1) que a sequéncia iterativa converge para o
unico ponto fixo de T, isto é, x,, — =, com z¢y € X qualquer. A desigualdade
(2.6) segue de (2.5), fazendo n — oo. Obteremos, agora, (2.7). Tomemos

m=1 e troquemos xy por yo € xr; por yi, assim de (2.6) temos:

d(y1, z) < 1%d(yo, v1)-
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Fazendo yg = xp,_1, temos y; = Tyo = Txp—1 = Ty, €, assim, obtemos (2.7).

O erro anterior (2.6) pode ser usado no comego do célculo para calcular
o numero de passos necessarios para obter uma determinada precisao. (2.7)
pode ser usado em fase intermediaria ou no fim do calculo.

Do ponto de vista da matematica aplicada, a situacao nao é completamente
satisfatoria, uma vez que frequentemente acontece de uma funcao nao ser
uma contragao em todo espaco X, mas o ser em um subconjunto Y de X.
Porém, se Y é fechado, ele é completo pelo Teorema (1.3.6), de forma que
T tem um ponto fixo x em Y e x,, — x. Assim, imporemos uma restricao

satisfatoria na escolha de xg, de forma que z,,’s permanecam em Y.

Teorema 2.2.2 (Contracao em uma bola) Seja T uma fun¢ao num espago
métrico completo X=(X,d). Suponha que T é uma contra¢ao em uma bola
fechada Y={x; d(x,zq) <r}, isto € T satisfaz (2.1) para todo x,y € Y.

Além disso, assuma que:
d(xg, Txo) < (1 —a)r. (2.8)

Entao, a sequéncia iterativa (2.2) converge para um x € Y. Este © é um

ponto fixo de T e € unico.

DEMONSTRACAO:

Temos que mostrar que, todas sequéncias iterativas (x,s), bem como x estao
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em Y. Pondo m=0 em (2.5), trocando n por m e usando (2.8) temos:

d(fEm, xn) = d($07 xm)
< d(fgzﬂ
— d(:vo,T.I())
11—«
< S
= 7

= d(xm,x0) <T.
Desta forma, todas z,,’s estdao em Y. Além disso, x € Y, visto que x,, — =
e Y é fechado. Pelo Teorema (1.3.6), temos que Y é completo, assim x é o

unico ponto fixo de T.

2.3 Duas Versoes Fracas do Teorema do Ponto
Fixo de Banach

Nesta segao tratamos de duas versoes do (T.P.F.B), uma na qual a condicao
de contratividade ocorre com a = 1 e outra onde T nao é uma contracao,
porém alguma poténcia de T o é.

A condicao o < 1 é fundamental para a demontracao do (T.P.F.B) e sem ela

suas conclusoes podem nao ser mais validas.

Exemplo 2.3.1 (Contragao Fraca) Seja M = [1,00) com a métrica usual
d(z,y) = |lv—y| e seja T : M — M dada por Tx = x + x~'. Entao para
todo x,y € M, x # vy, vale:

d(Tx, Ty) < d(z,y).

DEMONSTRAGAO:

De fato, para 1 < y < z, pelo Teorema Fundamental do Calculo (T.F.C.)
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(veja Resultados Utilizados),

x x ]_ T
(bt = [ (1—t2)dt</ dt =z —y,
Yy Y

pois, 1 —t? < 1, para t > 1. Assim,

TJ;—Ty:/

Y

Tz —Ty| <]z -yl

No exemplo acima, observe que T nao possui nenhum ponto fixo. De fato,

1 1

se Tx = z, terfamos x + 7 = x, ou seja x~ = 0, 0 que nao ¢é possivel.

Em espacgos métricos compactos, porém, a condicao o < 1 pode ser en-
fraquecida preservando essencialmente os mesmos resultados do (T.P.F.B).

Vejamos o seguinte teorema.

Teorema 2.3.1 (Fungoes em Compactos) Seja (M,d) um espago métrico.
Considere A C M compacto (na topologia induzida em M pela métrica d) e

seja a funcao T : A — A. Suponhamos, ainda que:
d(Tz,Ty) < d(z,y), Yx,y € A com x # y. (2.9)
Entdo, T possui um tinico ponto fizo.

DEMONSTRACAO:

Consideremos qualquer zo € A. Pelo fato de A ser compacto, a sequéncia
iterativa x, = T"(zg) tem ao menos uma subsequéncia convergente a um
elemento z, € A.

Provemos que esse z, é um ponto fixo de T, ou seja Tz, = x,. Provaremos

por absurdo. Suponhamos que Tz, # x, e mostremos que isso nos leva a
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uma contradigao.
Seja x,,, k € N, uma subsequéncia de z,, = T™(zy) que converge a x,, ou

seja:
Ve >0, Ing; d(xn,,x.) <€, Yk > ng

Por (2.9), d(Tx., Tx,,) < d(z., z,,) < € (aigualdade ocorrendo quando
Ty = Ty, ), 0 que resulta em Tz, — Tx,.. Portanto (z,,,Tx,, ) converge a

(74, Tx,) em A2

d(Txx,xx)

;2. Para este ¢, existe K(rg), tal que k > K(rg) vale

Seja € = rg =

d(zy, xp, ) < ro. Assim, pela desigualdade triangular, temos:

3T0 == d(Tx*y .T*)
< d(Tz.,Txn,) + d(Txn,, Tok) + d(Tnk, 24)
(2.9)
< d("'vnk? CC*) + d<Txnk7 xnk> + d<xnk’ x*)

< 2rg + d(Txnm mnk)

Logo, para todo k > K (rg), ro < d(Txp, , T, ), ou melhor,

d(Tl’*, I*) S 2TO + d(Txnka xnk)
Qd(Txnk7 xnk) + d<T$nk7 'rnk) (210)
< 3d(Txp,, Tn, )

IN

Consideremos, agora, D = {(z,x), x € A} C A% o conjunto diagonal de A?
e, definimos em A*\D a fungao F : A>\ D — [0, +00) dada por:

d(Tz, T

F estd bem definida e, por sua vez, é continua, pois é quociente de fungoes
continuas.

Por (2.9), F(z,y) < 1, VY(z,y) € A*\D. Como, por hipétese, Tz, # z., o
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par (z.,Tz,) ndo pertence a D e, portanto, F(z,, Tx,) estd bem definida.

Seja r > 0 e B, a bola fechada de raio r em A*\D centrada em (z,, Tz.);
B, = {(z,y) € A\D; d[(x,y), (2., Tz,)] = d(z, z,) + d(y, Tz,) < r}

Por F ser continua, F assume um valor maximo em B, digamos M. Escolhe-
mos 1 pequeno o suficiente para termos M < 1.

De fato,

= (xOJyO) S Eﬁ com M = F(xOJyO);
d(LUO:y*) S re d(yovTx*) S r

assim, quando r — 0, temos xog — x, e yo — Tz,
= F(z0,v0) = F(z.,Tx,) < 1.
Desta forma, para todo (z,y) € B,, temos:
d(Tz, Ty) < Md(z,y). (2.11)
Como (xp,, Txy,) converge a (x,, Tz,), concluimos que para todo [ grande o
suficiente, digamos | > L, vale (z,,, Tz,,) € B,. Assim, por (2.11) temos,
d(Txp, T(Txy,,)) < Md(x,,, Txy,),

ou seja,

d(xnz+17mnz+2) < Md(xnmxnz-f-l)' (212)

Temos, assim, que

d(xn(l-H) ) T(xn(l-H) )) d<Tn(l+1) (x(J)? Tn(l+l)+1 (1;0))

(T (xo), T (o))

d('rnﬂrla xnl+2) (213)
Md(l’m, x”lﬂ)

2.9
<
(2.12)
<

=  Md(x,, Tx,,)
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Em (2.13), na passagem da primeira para a segunda linha, usamos n1) —
n; — 1 vezes a condicao (2.9).
T(z,

Provamos, portanto, que d( ) < Md(z,,, Tx,,) para todo [ >

Tngsy (@+1)

L. Por inducao, isto implica que para todo k > [ > L vale,
d(xnka T'rnk) < Mk_ld($nl , Tﬂfnl)

De fato, para k = [, temos d(x,,, Tt,, ) < M**d(z,, ,Tz,,), o que nos leva
a igualdade.
Suponhamos, que afirmacao seja verdadeira para k, ou seja, que vale d(x, , Tz, ) <
M*d(x,,, Tx,,). Provemos, entao, que vale para k + 1. Assim,
(2.13)
d(azn(km , Ta:n(km) <  Md(z,,, Tx,,)
< MM d(z,, Tr,,)
= MEDlG(z,, Tr,,).

Fixando [, isto implica que, klim d(zy,,Tx,,) =0, pois M < 1. Por (2.10),
—00
isso implica que d(Tx,, z.) = 0, o que nos leva a um contradigao, pois supo-

mos que T, # x,.

Lema 2.3.1 (Ponto Fixo) Seja T : X — X wma fun¢ao num espago
métrico completo (X,d), e suponha que T™ (m inteiro positivo) é uma con-

tracao para algum m. Entdao, T possui um unico ponto fizo.
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DEMONSTRACAO:

Por hipétese, B = T™ é uma contragao em X. Dali, pelo (T.P.F.B), B possui
um unico ponto fixo Z, tal que, Bx = z. Desta forma, B"x = x. Isso resulta,

pela sequéncia iterativa, que para qualquer xz € X,
B"x — 7, n — 00.

Em particular, x = TZ. Visto que B" = T™", obtemos:

z = lim B"Tz
n—00

= lim TB"2

n—oo

= lim 7TZ
n—oo

= T17.

Isto mostra que z é um ponto fixo de T e, este é tinico, pois  também é

ponto fixo de T™ que, por sua vez é uma contracao.
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Capitulo 3

Aplicacoes do Teorema do

Ponto Fixo de Banach

Neste capitulo aplicaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach em Equagoes Numéricas,

Equacoes Lineares, Equagoes Diferenciais e em Equacoes Integrais.
3.1 Aplicacoes em Equacoes Numéricas

Apresentamos aqui, duas aplica¢oes do (T.P.F.B.) em equagoes numéricas,

das quais estimamos suas solucoes.

Exemplo 3.1.1 (Solugées Numéricas) Seja a equa¢ao x = Acoszx, 0 <

A < 1. Esta equacdo possui solucao em R? Tal solucdo € unica?

DEMONSTRACAO:

Seja T : R — R, com T'x = Acosz. Dali,
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d(Tx,Ty) =

IN

<

[Tz — Tyl

|Acosx — Acosyl

A |cos z — cosy|

A| [ sintat
7

)\/ |sint| dt
y

/\/gcdt
Yy

Az —y)
Az —yl|
Ad(z,y)

Assim, d(Tz, Ty) < Ad(x,y) e T é uma contragao.

Como R é completo, temos pelo (T.P.F.B.) que, 3z € R tal que Tz = x, ou

seja, r = Acosx tem solugao unica.

O (T.P.F.B.) nos fornece um método iterativo de obter solu¢ao numérica de

determinados tipos de equagoes. No exemplo anterior, se fizermos A = 1/2 e

tomarmos xy = 0, teremos:

ry =T(0)=1/2cos(0) =1/2

xe =T(1/2) =1/2cos(1/2) = 0.438791
xg = T(0.438791) = 1/2c0s(0.438791) = 0.452632

(
(
(
xy =T(
(
(

(
0.452632) = 1/2 cos(0.452632)
w5 = T(0.449649) = 1/2 cos(0.449649) = 0.450299
) ( )

= (0.449649

xg = 17°(0.450299) = 1/2 cos(0.450299) = 0.450158

Repetindo esse processo algumas vezes, encontraremos um valor aproximado

47



da solucao deste problema.

Exemplo 3.1.2 (Solugoes Numéricas) A equacdo x = e™" possui solugao

em R? FEsta solugcao € unica?

DEMONSTRACAO:

Seja T': [0, 1] — [0, 1], tal que Tx = e~ *.
Visto que [0,1] é compacto, devemos mostrar, pelo Teorema (2.3.1), que
d(Tz, Ty) < d(z,y).
De fato,
(Tx) = —e".

Dai,

T’z =" <1,Vaxel,l]
Assim, como T tem derivada limitada, entao T é lipschitziana (veja Resul-

tados Utilizados), ou seja,
Tz —Ty| < |z —y| = d(Tz,Ty) < d(z,y).

Portanto, a equacdo z = e~* tem solucdo tnica em [0, 1].

Estimemos uma solugao para este problema. Fagamos zq = 1/2. Assim,

temos,

T(1/2) = e Y2 = 0.606530
T(0.606530) = e~0:606530 — () 545239
T(0.545239) = e~0545239 = (.579703
T(0.579703) = e~0579703 = (0.560064
T( ) =

0.560064) = ¢0-560064 — () 571172
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26 = T(0.571172) = e 0571172 — () 564863
z7 = T(0.564863) = ¢~ 0964863 — () 568438

Vemos que, a medida que fazemos mais iteracoes o valor de z, — x,_1,

0 que nos leva a um valor aproximado da solugao.

3.2 Aplicacoes em Equacoes Lineares

Teorema 3.2.1 (Equagoes Lineares) Seja o sistema,

r=Cx+b (C = (¢jk), b dado) (3.1)
de n equagoes lineares em n incognitas &1, - -+, &, (as componentes de ) sa-
tisfazendo,

Silewl <1 (G=1,---,n) (3.2)
k=1

Desta forma, este sistema tem somente uma solucao x. FEsta solu¢ao pode
ser obtida como o limite da sequéncia iterativa (z©,zM --.), onde 2 ¢
arbritdrio e

MY — Cp(m) b, m=0,1,--- (3.3)

Saltos de erros sao:

DEMONSTRACAO:

Para aplicarmos o (T.P.F.B.) devemos ter um espago métrico completo e uma

contragao nele. Tomemos o conjunto X = R", com

x:(fla"'7£n)7 Yy = (7717""7771)7 = (Cla"'7<n)'
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Em X definimos a métrica d por:
d(z,2) = max |§; — Gl (3.5)

Nessas condigoes (X,d) é completo. Essa afirmacao é valida, pois as métricas
euclidiana e do maximo sao equivalentes em R". Em X definamos 7" : X —
X, dada por:

y=Tr=Czx+Db, (3.6)

onde C' = (c¢j;) é uma matriz (n x n), fixa, de nimeros reais e b € X um
vetor fixo. Aqui, todos os vetores serao considerados como vetores coluna,
devido a convencao usual da multiplicacao de matrizes.

Agora, buscaremos condigoes para T ser uma contracdo. Escrevendo (3.6)

na forma de suas coordenadas, temos,
n
njzzcjk€k+ﬁja .]:1’"'777‘7
k=1

onde b = (f;). Escolhendo w = (w;) = T'z, obtemos de (3.5) e (3.6):

dly,w) = d(Tx,T=z)

= mjaX\Uj — wj|

n n

Z(Cjkfk + B;) — Z ¢jkCr + B;)

k=1 k=1
n

> ciwlér — G)
k=1
< mjaxz |lec‘ |(fk - Ck)‘

n

< mjaxZ|cjk\maX’§z Gil
k=1

= max

= max

= max|§ — G maxz Cjk|
! T g=1
n

= d(z,z)max Z |kl
j

k=1
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Vemos que esta desigualdade pode ser escrita por d(y, w) < ad(z, z), onde
a=max »_ |cjil.
k=1
De (3.2), temos que a < 1 e portanto, T é uma contragao.
Obtemos (3.3) a partir da sequéncia iterativa, na qual temos que M =

Tz™Y e, (3.4) é consequéncia do Coroldrio (2.2.1).

3.3 Aplicacoes em Equacoes Diferenciais

As aplicagoes mais interessantes do Teorema do Ponto Fixo de Banach surgem
em espacos de fungoes. O Teorema entao permite a existéncia e unicidade
para equacoes diferenciais e integrais.
De fato, nesta secao consideraremos a Equagao Diferencial Ordinaria explicita
de primeira ordem,

= f(t,x). (3.7)
Um problema de valor inicial para uma equacao, consiste da equacao e de
uma condigao inicial,

x(to) = o, (3.8)

onde ty e xo sao numeros reais dados.

Usaremos o (T.P.F.B.) para provar o Teorema de Picard’s. A idéia é: (3.7)
serd convertida em uma equagao integral que define uma funcao T. Provare-
mos, entao, que T é uma contracao, na qual seu ponto fixo se torna solucao

do nosso problema.

Teorema 3.3.1 (Teorema de Picard’s) Seja f uma fungdo continua num
retangulo,

R={(t,a); |t —to] <a, |o — x| <0}
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e assim, limitada em R,
|f(t, )| <c, YV (t,z) € R. (3.9)

Suponha que f satisfaca a condi¢ao de Lipschitz em R, com respeito ao seu
sequndo argumento, isto é, existe uma constante k tal que, para (t,x), (t,v)
€ R,

() — f(t,0)] < ko —v]. (3.10)

Desta forma, o problema de wvalor inicial tem wma unica solugao. FEsta

solugao existe no intervalo [tg — B,to + B], onde:
b 1
< mi - = . 3.11
. o

DEMONSTRAGAO:

Seja C(J) o espago métrico de todas fungdes continuas de valores reais no
intervalo

J = [to — B,to + ] com a métrica d definida por:

() = max|a(t) — (1))

C(J) é completo, como sabemos do exemplo (1.4.2). Seja C' um subespaco

de C(J), consistindo de todas as fungoes = € C(J) que satisfazem:
|z (t) — x| < eB. (3.12)
C é fechado em C(J). De fato, Suponha que para x,, em C, z, — z. Dal,

2(t) — 2ol = lim [2(t) — o]

Tim |((t) = 2a(t)) + (@a(t) — 20))|

< Jim lolt) = alt)] + Jim [ (®) —
< cp.
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Assim, = € C' e C é fechado pelo Teorema (1.3.5).

Pelo (T.F.C.), vemos que (3.7) e (3.8) pode ser escrita por x=Tx, onde
T :C — C é definida por,

Ta(t) = o + /tt (7 2(r))dr. (3.13)

T esta bem definida para todo x € C. Para tanto, é preciso mostrarmos que:
(1) A integral em (3.13) existe. De fato, para 7 € J e () € C, como ¢ff < b

e B < a, qualquer que seja o minimo em (3.11), temos:

Te€J = th—-B<7<t+8
= to—a<ty—f<7<tg+pB<ty+a
= tr—a<<717<th+a

= ‘T—to‘g&.

Por outro lado, z € C' = |2(7) — x| < ¢f < b. Assim, (1,2(7)) € R. E

assim, a integral (3.13) existe pelo fato de f ser continua em R.

(2) Yz € C = Tz € C. De (3.9) e (3.13), obtemos,

Ta(t) — 29| = /tf<7,x(7))d7

t,
Ot

IN

c/ dr

IA
o
T~
|
~
=

IA
o
=

Assim, Tz € C.
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Mostremos que T é uma contracao em C. Pela condi¢ao (3.10), temos:

Ta(t) — To(t)] =

vo+ [ f(ra(rdr — fwo+ [ Fro(r)ldr

to

— f(ro(7))ldr

IN
\H‘
=
\]

8

< / klz —wv|dr

< /to rgeaxk\x —o(7)|dr
< [t~ tolmagke(r) = o(7)
< kBd(z,v).

= d(Tz,Tv) < ad(x,v), onde a = kf.

De (3.11) vemos que o = kS < 1. Assim T é uma contracao em C'. Desta
maneira, temos, pelo (T.P.F.B.), que T possui um tnico ponto fixo z € C,

isto é, uma funcao continua x em J, satisfazendo x = Txz. Por (3.13), temos,

ﬂ:m+£ﬂmﬁWr (3.14)

Visto que (7, (7)) € R, com f continua, pelo (T.F.C.), (3.14) pode ser dife-
renciada. Desta forma, x é diferencidvel e satisfaz (3.7). Reciprocramente,

toda solucao de (3.7) tem que satisfazer (3.14).

m
3.4 Aplicacoes em Equacoes Integrais
Uma equagao integral da forma,
b
—M/kgﬁnﬁmfzmﬂ (3.15)

é chamada de equagao de Fredholm de segunda espécie. Aqui, [a,b] é
um intervalo dado, x é uma fungao em [a,b] e p é um parametro. O ntcleo

K da equagao é uma fungao dada no quadrado G = [a,b] X [a,b] e v é uma
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fungao em [a,b].
Equacgoes integrais podem ser consideradas em varios espacos de fungoes.
Aqui, consideraremos (3.15) em Cla,b], chamaremos J=[a,b], com a métrica

d dada por:
da.y) = max|a(t) — y(t)|. (3.10)

Teorema 3.4.1 (Equagao Integral de Fredholm) Suponha que ke v em
(3.15) sao continuas em J x J e J respectivamente, e assuma que p satisfaz
\n| < 1/e(b —a), sendo ¢ a constante que limita a funcdo k. Assim, (3.15)
possui solugao unica x em J. Esta funcao x € o limite da sequéncia iterativa

(xo, 1, ), onde xy € qualquer fungdo continua em J.

DEMONSTRACAO:

Para aplicarmos o (T.P.F.B.) ¢ importante notar que C[a,b] ¢ completo!.
Sejam v e k continuas. Entao k é uma funcao limitada em G, pois é continua

num compacto, digamos:
|k(t,7)| <c, V(t,T) €G. (3.17)
Temos que, (3.15) pode ser escrita por x = Tz, onde:
Ta(t) = v(t) + u / k() (F)dr (3.18)

Visto que v e k sado continuas e z € Cla,b], (3.18) define um operador T :

Cla,b] — Cla,b]. Mostemos agora que T é uma contragao.

Veja demonstracio no Exemplo (1.4.2).
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De (3.16) e (3.18), temos:

d(Tz, Ty) max |Tx(t) — Ty(t)|

teJ

max ,u/ (t,7) —y(7)]dr

plmax | [ k(e 7)a(r) — y(r)ldr
:

julmax [ k(e 7 Ja(r) = y(r)] dr

e [ cla(r) — y(r)| dr

<
(3.17)

<

<

|l cd(z, y)(b — a).

Esta desigualdade pode ser escrita por d(Tz, Ty) < ad(zx,y), onde
a=|u|c(b—a).

O que resulta, pela hipétese de |u| < Toay due T é contragao. Portanto,

pelo (T.P.F.B), a Equagao de Fredholm possui uma unica solucao.

Consideremos, agora, a equacao de Volterra,

- ,u/at k(t,m)x(T)dT = v(t). (3.19)

A diferenca entre (3.15) e (3.19) é que, em (3.15) o limite de integracao

superior é uma constante, e em (3.19) é uma varidvel.

Teorema 3.4.2 (Equacao Integral de Volterra) Suponha que vem (5.19)

seja continua em [a,b] e que o nicleo k seja continuo na regido triangular R
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no plano-tt dado por a <1 <t, a <t <b. Entdo, para todo n € R, (3.19)

possui uma unica solu¢ao x em [a,b].

DEMONSTRACAO:

Vejamos que a equacao (3.19) pode ser escrita como = = Tz, com T :

Cla,b] — Cla,b], definida por:
Ta(t) = o(t) + 1 | Cl(t, )a(r)dr (3.20)

Visto que k é continua em R e R é fechado e limitado, logo é compacto, entao

k é uma fungao limitada em R, digamos,
|k(t,7)] <c, V (t,7) € R.

Usando (3.20), obtemos V z,y € C|a,b],

Ta(t) = Ty = lul|[ (e, D)) — y(r)dr
< |M‘Cd($,y>/td7' (3.21)
< pl|c(t —a)d(x,y).

Obtivemos esta desigualdade de maneira andloga a demonstragao do Teorema
da equacao integral de Fredholm.
Mostremos, por inducao, que:
m ot —a)"

T2 (t) = T"y(O)] < |ul™ " ———d(z,y). (3.22)
De fato,
para m=1, vale por (3.21).
Suponhamos que (3.22) valha para um certo m natural. Mostremos que,

também, vale para m—+1.
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De fato,
T2 (t) = T Hy(t)] = IT(me(t))t— T(T™y(1))] t
o(t) + / k(t, 7T (7Y dr — [o(t) + / k(t, 7Y T™y(7)dr]

/a k(D) [T a(r) — Ty (r)dr

= |y

< bl [ I DT () = Ty dr
(3§2) Iul/CfCIuImcm(T;,f)md(x7y)dT

< ot Q80 e ypa

B A

< e i)

O que completa a indutividade de (3.22).
Tomando o maximo a esquerda de (3.22), para t € J, e usando o fato de

t —a <b-— a, obtemos:

onde

Q= |p|™ cm(b_m?).
Para qualquer p fixo e m suficientemente grande, temos «,, < 1, pois o
crescimento de m! é maior que o de (|u|c(b — a))™, quando m — oco. Desta
forma, 7™ é uma contracao em C[a,b] e, pelo Lema (2.3.1), T possui um

tnico ponto fixo.
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Resultados Utilizados

Aqui, apresentamos alguns resultados que utilizamos em nosso trabalho, dos

quais nao atentamos em fazer suas demonstragoes.

Teorema 3.4.3 (Conjunto Fechado) Um subconjunto M de um espago

métrico X € fechado se, e s, se M = M.

Definicao 3.4.1 (Conjunto Compacto) Seja (X,d) um espaco métrico.
Diz-se que M C X é compacto se, para toda sequéncia x, em M, existe uma

subsequéncia x,; que converge para um ponto de M.

Proposicao 3.4.1 (Conjunto Compacto) Em espacos métricos de dimensao

finita, um conjunto € compacto se, e so se, € fechado e limitado.

Teorema 3.4.4 (Teorema de Weierstrass) Se f : M — R ¢ continua e

M C X ¢é compacto, entdo f admite um valor mdzximo e um valor minimo.

Definigao 3.4.2 (Convergéncia Uniforme) Diz-se que uma sequéncia
de fungoes f, : X — R converge uniformemente para uma funcao f : X — R

quando, Ye > 0, Ing € N, tal que Yn > ng = |f.(z) — f(2)] <e, Vo€ X.

Teorema 3.4.5 (Convergéncia Uniforme) Se uma sequéncia de fungoes
fn : X = R converge uniformemente para f: X — R e cada f, é continua

no ponto a € X, entdo f € continua no ponto a.
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Teorema 3.4.6 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia li-

mitada de numeros reais possui uma subsequéncia convergente.

Teorema 3.4.7 (Teorema Fundamental do Célculo) Seja f : I — R
continua no intervalo 1. As sequintes afirmacoes a respeito de uma fungao

F 1 — R sao equivalentes:
1. F(z) = F(a) + /If(t)dt, Vo el

2. F € uma primitiva de f, isto €, F'(x) = f(z), Vx € I.

Proposicao 3.4.2 (Derivada Limitada) Seja f: [ — R derivdvel no in-
tervalo aberto 1. Se existe k € R, tal que |f'(x)| < k, Yz € I, entdo, quaisquer

que sejam x,y € I, tem-se |f(x) — f(y)| < k|x —y|.
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